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przeprowadzonej 3 listopada 2009 r.

Projekt, w ramach ktorego opracowano zasady oceniania zadan otwartych, schematy
oceniania i przeprowadzono ocenianie prac egzaminacyjnych byl wspoHinansowany z
projektu Unii Europejskiej ,,Kapital Ludzki”, projekt 4.2 ,Pilotaz nowych egzaminéw
maturalnych i eksternistycznych”.

1. Ogdlne zasady oceniania zadan otwartych

Dotychczas stosowany system oceniania zadan maturalnych (byty to wylacznie zadania
otwarte) polegal na wyréznieniu w rozwiazaniu oddzielnych czynnosci, ktére miaty by¢
wykonane przez zdajacego i przyznawaniu punktéw za wykonanie kazdej czynnosci od-
dzielnie. Ogoélna zasada oceniania zadan otwartych poczawszy od matury 2010 roku jest
nieco inna. Przyjety system, nazwany systemem holistycznym, polega na spojrzeniu
caloSciowym na rozwigzanie. Kazdy nauczyciel matematyki, oceniajac rozwigzanie za-
dania, potrafi odpowiedzie¢ na pytanie, czy zadanie zostato w istocie rozwigzane przez
ucznia. Ta my$l stala sie kluczowa dla nowego sposobu oceniania. Polega on z grubsza
na tym, ze ocena zalezy przede wszystkim od tego, jak daleko zdajacy doprowadzit
swoje rozwigzanie.

Zadania otwarte znajdujace sie w arkuszu maturalnym dzielimy na dwie grupy: zada-
nia krétkiej odpowiedzi (za 2 punkty) i zadania rozszerzonej odpowiedzi (od 4 do 6
punktéw). W zadaniach krétkiej odpowiedzi zdajacy otrzymuje 1 punkt za rozwiazanie,
ktorego nie doprowadzit do konica lub w ktérym popetnit pewne bledy; okreslone jest
jednak pewne minimum, ktére w tym rozwigzaniu musi byé dokonane, by ten jeden
punkt przyznaé. W rozwigzaniach zadan rozszerzonej odpowiedzi zostaje wyrdzniona
najwazniejsza faza, nazywana pokonaniem zasadniczych trudnos$ci zadania. Przy-
jeto zasade, ze za pokonanie zasadniczych trudnosci zadania przyznaje si¢ co najmniej
polowe punktéw, jakie zdajacy otrzymalby za bezbledne rozwigzanie tego zadania. Tak
wiec w zadaniu za 4 punkty, za pokonanie zasadniczych trudnosci przyznajemy 2 lub
3 punkty (zaleznie od zadania). W zadaniu za 5 punktéw za pokonanie zasadniczych
trudnosci zadania na ogét przyznajemy 3 punkty. W zadaniach za 6 punktéow — na ogét
3 lub 4 punkty.

Wyrédznienie w rozwigzaniu zadania rozszerzonej odpowiedzi fazy pokonania zasadni-
czych trudnosci zadania powoduje nastepnie wyrdznienie kilku innych faz. Przed po-
konaniem zasadniczych trudno$ci zadania wyrézniamy jeszcze jedna lub dwie fazy je
poprzedzajace: dokonanie niewielkiego postepu, ktory jednak jest konieczny dla rozwia-
zania zadania oraz dokonanie istotnego postepu w rozwiazaniu zadania. Zdajacy, ktory
pokonal zasadnicze trudnosci zadania moégt na tym poprzestaé¢ lub mogt kontynuowaé
rozwigzanie. Wyrdzniamy wazna kategorie rozwiazan, w ktorych zdajacy pokonal za-
sadnicze trudnosci zadania i kontynuowal rozwigzanie do konica, jednak w rozwiazaniu
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popelnil bledy niewplywajace na poprawnos¢ calego rozumowania (np. nieistotne dla
calego rozumowania btedy rachunkowe lub niektére bledy nieuwagi). Analogicznie wy-
rozniamy kategorie pokonania zasadniczych trudnosci z nieistotnymi bledami. W kaz-
dym przypadku okreslana jest liczba punktéw przyznawana za rozwigzania w kazdej
(lub niektérych) z powyzszych kategorii. Nalezy tu podkreslié, ze schemat oceniania
rozwigzania zadania jest traktowany jako integralna cze$é¢ zadania; na ogdt ten schemat
oceniania uwzglednia wszystkie typowe sposoby rozwiazania i czasami rowniez niektére
nietypowe.

Podsumowujac: w rozwigzaniach zadan krétkiej odpowiedzi wyrdzniamy nastepujace
trzy kategorie. Dla ujednolicenia terminologii, w rozwiazaniach, za ktére przyznajemy
1 punkt, piszemy takze o pokonaniu zasadniczych trudnosci.

1. | rozwiazanie, w ktérym nie zostaly pokonane zasadnicze trudnosci za- | 0 pkt
dania

2. | zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale zadanie nie zostalo | 1 pkt
rozwigzane bezbtednie

3. | zadanie zostalo rozwiazane bezblednie 2 pkt

Pokazemy teraz kilka przyktadowych sposobéw przydzialu punktéw za poszczegdlne
fazy rozwiazania zadan rozszerzonej odpowiedzi. Najprostszy podziatl punktéw za roz-
wigzanie zadania za 4 punkty wyglada nastepujaco:

1. | rozwiazanie, w ktérym nie ma istotnego postepu 0 pkt

2. | zostal dokonany istotny postep w rozwiazaniu zadania, ale nie zostaly | 1 pkt
pokonane zasadnicze trudnosci zadania

lub

zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, rozwigzanie zadania
nie zostato doprowadzone do konca, ale w trakcie pokonywania zasad-
niczych trudnoéci zadania zostaly popelnione btedy, usterki

3. | zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania i zdajacy na tym po- | 2 pkt
przestatl lub btednie kontynuowal rozwigzanie

4. | zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzil | 3 pkt
rozwigzanie do konca, ale rozwigzanie zadania zawiera btedy, usterki

9. | zadanie zostalo rozwiazane bezblednie 4 pkt

Przykladowy przydzial punktow za rozwiazanie zadania za 5 punktéow moze przedsta-
wiaé si¢ nastepujaco:
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1. | rozwiazanie, w ktérym nie ma istotnego postepu 0 pkt

2. | zostal dokonany istotny postep w rozwiazaniu zadania, ale nie zostaly | 1 pkt
pokonane zasadnicze trudnosci zadania

3. | zostaly pokonane zasadnicze trudnoéci zadania, ale w trakcie ich po- | 2 pkt
konywania zostaly popelnione btedy, usterki

4. | zasadnicze trudno$ci zadania zostaly pokonane bezblednie i zdajacy | 3 pkt
na tym poprzestal lub btednie kontynuowal rozwiazanie

5. | zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzit | 4 pkt
rozwiazanie do konca, jednak rozwiazanie zadania zawiera usterki (bte-
dy rachunkowe, zgubienie rozwiazan, brak wyboru wtasciwych rozwia-
zan itp.)

6. | zadanie zostalo rozwiazane bezblednie 5 pkt

A oto inny przydzial punktow w zadaniu za 5 punktéw oraz przykladowy sposob przy-
dziatu punktow w zadaniu za 6 punktéw:

1. | rozwiazanie, w ktérym nie ma istotnego postepu 0 pkt

2. | rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny | 1 pkt
na drodze do catkowitego rozwigzania zadania

3. | zostal dokonany istotny postep w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaly | 2 pkt
pokonane zasadnicze trudnosci zadania

lub

zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, rozwiazanie zadania
nie zostato doprowadzone do konca, ale w trakcie pokonywania zasad-
niczych trudnoéci zadania zostaly popelnione btedy, usterki

4. | zasadnicze trudno$ci zadania zostaly pokonane bezblednie i zdajacy | 3 pkt
na tym poprzestal lub btednie kontynuowat rozwiazanie

5. | zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzit | 4 pkt
rozwiazanie do konica, jednak rozwiazanie zadania zawiera usterki (bte-
dy rachunkowe, zgubienie rozwiazan, brak wyboru wlasciwych rozwia-

zan itp.)
6. | zadanie zostalo rozwiazane bezblednie 5 pkt
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1. | rozwiazanie, w ktérym nie ma istotnego postepu 0 pkt

2. | rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny | 1 pkt
na drodze do catkowitego rozwiazania zadania

3. | zostal dokonany istotny postep w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaly | 2 pkt
pokonane zasadnicze trudnosci zadania

4. | zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, rozwigzanie zadania | 3 pkt
nie zostato doprowadzone do konca, ale w trakcie pokonywania zasad-
niczych trudnosci zadania zostaly popelnione btedy, usterki

9. | zasadnicze trudnosci zadania zostaly pokonane bezblednie i zdajacy | 4 pkt
na tym poprzestal lub btednie kontynuowal rozwiazanie

6. | zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzil | 5 pkt
rozwiazanie do konca, jednak rozwiazanie zadania zawiera usterki (bte-
dy rachunkowe, zgubienie rozwiazan, brak wyboru wtasciwych rozwia-
zan itp.)

7. | zadanie zostalo rozwigzane bezblednie 6 pkt

2. Procedury tworzenia schematéw oceniania zadan

W dhugim i Zzmudnym procesie opracowywania schematow oceniania intensywnie korzy-
sta sie z rozwiazan uczniowskich, pozyskanych w procesie standaryzacji. W szczegdlno-
$ci, wydrebnia sie wszystkie typowe drogi wybierane przez uczniéow. Takze dla probnej
matury 2009 przygotowano punktacje dla wielu wariantow rozwiazania. I tak:

zad.
zad.
zad.
zad.
zad.
zad.
zad.
zad.
zad.

26
27
28
29
30
31
32
33
34
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(
(
(
(
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nierownos¢ kwadratowa)
réwnanie trzeciego stopnia)
kwadrat w uktadzie wsp.)
trygonometria)

ciag arytmetyczny)

dowod geometryczny)

trojkat w ukladzie wsp.)
trojkat prostokatny)

uwzgledniono 3 sposoby rozwiazania
uwzgledniono 2 sposoby rozwigzania
uwzgledniono 6 sposobow rozwigzania
uwzgledniono 4 sposoby rozwigzania
uwzgledniono 4 sposoby rozwigzania
uwzgledniono 4 sposoby rozwigzania
uwzgledniono 1 sposob rozwiazania
uwzgledniono 6 sposobéw rozwigzania
uwzgledniono 4 sposoby rozwigzania

Przyktadowe oryginalne rozwigzania uczniowskie stanowily integralng czesé schematow
oceniania. Tak przygotowany schemat oceniania wszystkich zadan otwartych liczyt ok.
80 stron. W szczegdlnosci szkolenie egzaminatoréw odbywato sie na podstawie tak skon-
struowanych schematéw oceniania, tacznie z wykorzystaniem przykladowych rozwiazan
uczniowskich.
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3. Postepowanie w przypadku rozwigzan nietypowych

Podczas pracy kilkuset Zespotéw Egzaminacyjnych w CKE pracowal Centralny Zespot
Ekspertéw Matematycznych (CZEM), do ktdérego nalezalo rozstrzyganie wszelkich wat-
pliwosci oséb oceniajacych rozwiazania ucznidow. Zapewnia to taka sama ocene nietypo-
wych drog rozwiazania lub bledéw, przez co zapewnia poréwnywalno$é ocen poszcze-
golnych uczniéw. Rozstrzygniecia CZEM byly natychmiast komunikowane wszystkim
egzaminatorom. Oto najwazniejsze z przyjetych ustalen.

Ustalenia dotyczace rozwigzan zadania 31

Tresé¢ zadania: Tréjkaty ABC' i CDE sa rownoboczne. Punkty A, C'i E leza na jednej
prostej. Punkty K, L i M sa $rodkami odcinkéw AC, CE'i BD (zobacz rysunek). Wykaz,
ze punkty K, L i M sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.

D

Lista najczeSciej wystepujacych bledéw w pracach przystanych do CZEM

1. Nieprawidtowe uzycie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa. Ten blad
omawiamy doktadnie w dalszej czesci ustalen.

2. Faktyczne zalozenie (bez préby uzasadnienia), ze tréjkat K LM jest rGwnoramienny
(na przyklad poprzez zalozenie, ze spodek wysokosci poprowadzonej z wierzchotka
M dzieli podstawe K L na potowy). Ten blad wystepuje na przyklad w rozwiaza-
niach, w ktérych zdajacy oblicza wysokosé trojkata K LM, dochodzi do wniosku,

ze jest ona rowna %ﬁ i stad wnioskuje, ze trojkat K LM jest rownoboczny. Jest

to oczywiste w przypadku, gdy ten tréjkat jest rownoramienny. Bez uzasadnienia

réwnoramiennosci takie rozwigzanie oceniamy na 0 punktow.

Najprostsze uzasadnienie réwnoramiennosci moze odwolywaé sie do tego, ze ta

wysoko$¢ trojkata K LM jest linia Srodkowsg trapezu prostokatnego K LD B.

3. Faktyczne zalozenie (bez préby uzasadnienia), ze punkt przeciecia odcinkéw KM
i BC dzieli odcinek BC' na potowy. Inaczej: niektérzy zdajacy zaczynajg od wyboru
srodka S odcinka BC, a nastepnie bez dowodu korzystaja z tego, ze punkty K, .S
i M sa wspotliniowe.
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4. W rozwigzaniach wykorzystujacych rachunek wektorowy, przyjecie, ze dhugosé su-
my wektoréw jest suma dilugo$ci — nie powoltujac sie na to, ze te wektory byly
rownolegte i miaty zgodny zwrot.

Jednym z najczesciej spotykanych btedéw w rozwiazaniach zadania 31 byto nieprawi-
dtowe uzycie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa. Zdecydowana wiekszo$é
przystanych rozwiazan dotyczyta wtasnie tego btedu. Wyjasnimy dokladnie te kwestie.

Twierdzenie Talesa jest czesto formulowane w jednej z dwdch postaci.

Postaé¢ 1. Dwie proste k i [ przecinajg sie w punkcie P. Prosta m przecina prostg k
w punkcie A i prosta [ w punkcie B. Prosta n przecina prosta k w punkcie C' i prosta [
w punkcie D (zob. rysunek).

l
D
B
P \A \C k
m n
Wéwczas, jesli proste m i n sa rownolegle, to

PA PB
AC  BD

(w innej wersji: % = LY.

Twierdzenie odwrotne do tej postaci twierdzenia Talesa ma wtedy nastepujace sformu-
towanie:

Dwie proste k i [ przecinaja sie w punkcie P. Prosta m przecina prosta k w punkcie A
i prosta [ w punkcie B. Prosta n przecina prosta k w punkcie C' i prosta [ w punkcie D
(zob. powyzszy rysunek). Wowczas, jesli

PA_ PB
AC  BD

(lub w innej wers;ji: % = %), to proste m i n sa rownolegle.

Postac¢ II. Dane sg dwie proste k i [. Prosta m przecina prosta k w punkcie A i prosta
I w punkcie B. Prosta n przecina prosta k w punkcie C' i prostg [ w punkcie D. Prosta
p przecina prosta k w punkcie F i prosta [ w punkcie F' (zob. rysunek).
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Wéwczas, jesli proste m, n i p sa réwnolegle, to

AC _ BD
CE DF’

Twierdzenie odwrotne do tej postaci twierdzenia Talesa ma wtedy nastepujace sformu-
towanie:

Dane sg dwie proste k i [. Prosta m przecina prosta k w punkcie A i prosta [ w punkcie
B. Prosta n przecina prosta k w punkcie C' i prosta [ w punkcie D. Prosta p przecina
prosta k w punkcie E i prosta [ w punkcie F' (zob. powyzszy rysunek). Wéwczas, jesli
dwie proste spos$réd prostych m, n i p sg r6wnolegte oraz

AC _ BD
CE DF’

to trzecia prosta jest rownoleglta do dwoéch pozostaltych. Na przyktad, jesli proste
m i p sa réwnolegle oraz

AC _ BD
CE DF’

to prosta n jest réwnolegta do prostych m i p.

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze bez zatozenia rownolegltoéci dwdch sposréd prostych m,
n i p (na przyklad prostych m i p), twierdzenie nie jest prawdziwe.

WezZmy na przyklad dowolny czworokat ABCD i érodki M i N bokéw AB i CD (zob.

rysunek).
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D
N
C
A M B
Wéwczas oczywiscie
AM DN
MB NC’

ale boki AD i BC nie sg rownolegte. Oczywiscie odcinek M N nie jest roéwnolegly do
zadnego z bokéw AD i BC. Gdyby natomiast boki AD i BC byly réwnolegle (a wiec
czworokat ABCD bylby trapezem o podstawach AD i BC), to odcinek M N bylby
rownolegly do obu tych odcinkéw. Jest to zatem w istocie twierdzenie o linii $rodko-
wej trapezu: odcinek laczacy srodki ramion trapezu jest rownolegly do obu podstaw.
Twierdzenie o linii srodkowej trapezu méwi zreszta wiecej: dlugosé linii srodkowej jest
$rednig arytmetyczna dtugosci podstaw.

We wszystkich rozwiazaniach, w ktérych nie jest wyraznie zaznaczone, ze zda-
jacy korzysta z réwnoleglosci odcinkéw AB i CD (w przypadku trapezu ACDB i linii
srodkowej K M) lub CB i ED (w przypadku trapezu CEDB i linii srodkowej LM),
rozwigzania nie mozemy uznaé za poprawne i przyznajemy 0 punktéw. W szczegdlnosci
we wszystkich rozwiazaniach, w ktérych zdajacy wyraznie pisze, ze z podanej proporcji
wynika réwnoleglosé odcinkéw, dajemy 0 punktow.

4. Omoéwienie wybranych schematéw oceniania zadan otwartych

Przedstawimy tu wybrane rozwigzania zadan otwartych i schematy oceniania takich
rozwigzan.

Zadanie 26. (2 punkty)
Rozwiaz nieréwnosé 22 — 3z + 2 < 0.

I sposéb rozwigzania: obliczanie wyréznika
Obliczamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(z) = 2% — 3z + 2:

31 C3+1

T =" =1, a9 2.
2 2
lub zapisujemy nieréwnosé¢ w postaci: (x — 1)(z — 2) < 0.
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Rysujemy fragment wykresu funkcji kwadratowej f i na jego podstawie odczytujemy
rozwigzania nieréwnosci:

T N
-2 —-10 12 3 4 x

Odpowiedz: x € (1,2).
Zdajacy otrzymuje . ... 1 pkt
gdy:
e obliczy lub poda prawidlowo pierwiastki tréjmianu kwadratowego x = 1, x = 2
i na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbiér rozwigzan nieréwnosci
albo
e rozlozy trojmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. (r — 1)(x — 2) i na tym
poprzestanie lub btednie rozwigze nieréwnosé
albo
e popelni blad rachunkowy przy obliczaniu wyrdznika lub pierwiastkéw trojmianu
kwadratowego i konsekwentnie do popelnionego bledu rozwiaze nieréwnosé, np.

zapisze, ze T, = —3_§/ﬁ, Ty = —3+§/ﬁ, x € <—3_§/ﬁ, —3+§/ﬁ>.
Zdajacy otrzymuje ... ... 2 pkt
gdy:
e poda zbiér rozwiazan nieréwnodci: (1,2) lub z € (1,2) lub 1 <z <2
albo

e sporzadzi ilustracje geometryczna (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbiér rozwiazan
nieréwnosci w postaci x > 1, z < 2
albo
e poda zbior rozwigzan nieréwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialéw

[ ]

v

Uwagi:
1. Przyznajemy 2 punkty za rozwigzanie, w ktérym zdajacy poprawnie obliczy pier-
wiastki tréjmianu x = 1, x = 2 i zapisze np.: x € (—1,2), popelniajac tym samym
btad przy przepisywaniu jednego z pierwiastkéow.
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2. W zwiazku z rozbiezno$cia w rozumieniu i uzywaniu spéjnikéw w jezyku potocznym
oraz formalnym jezyku matematycznym akceptujemy zapis, np.: z > 1, z < 2.

II sposéb rozwigzania: posta¢ kanoniczna lub modut
Zapisujemy nieréwno$é np. w postaci: x2 —3z4+2— %—I—% < 0, a nastepnie przeksztatcamy
Ja

O L N T
O [ T FURT S (P
(z—-2)(z-1)<0 lub z—-3<jiz—35>—3

W pierwszym przypadku odczytujemy miejsca zerowe funkcji f(z) = (z — 1)(z — 2):
x =1, x = 2. Nastepnie rysujemy fragment wykresu funkcji:

1-\
—A t t ——>
12 3 4 z

14

-2

W drugim przypadku rozwigzujemy obie nieréwnosci.
Podajemy zbiér rozwigzan nieréwnosci: € (1,2) lubz > 1, 2 <2lub 1 <z < 2.

Zdajacy otrzymuje
gdy:
e rozlozy trojmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. (z — 1)(z — 2) i na tym
poprzestanie lub btednie rozwiaze nieréwnosé
e zapisze nieréwnosé ‘x — %| < % i na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior
rozwigzan nieréwnosci
albo
e popelni blad rachunkowy przy rozkltadaniu tréjmianu kwadratowego na
i konsekwentnie do popetnionego bledu rozwiagze nieréwnosé
e blednie zapisze nieréwnoéé, np.: |:L’ + %| < % i konsekwentnie do tego
nieréwnosc.

czynniki

rozwiaze

Zdajacy otrzymuje
gdy:
e poda zbiér rozwiazan nieréwnodci: (1,2) lub z € (1,2) lub 1 <z <2
albo
e sporzadzi ilustracje geometrycznag (oS liczbowa, wykres) i zapisze zbiér rozwiagzan
nieréwnoéci w postaci x > 1, x < 2
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albo
e poda zbidr rozwigzan nieréwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koficami przedziatéow

|

1 2 T

\/

III spos6b rozwigzania: wzory Viete'a
Zapisujemy réwnania: r1 + 22 =31 21 - x2 = 2.
Obliczamy pierwiastki: 1 = 1, o = 2.
Rysujemy fragment wykresu funkcji:

T N
-2 —-10 12 3 4 x
—14

Podajemy zbidr rozwiazan nieréwnosci: = € (1,2) lub xz > 1, x < 2.

Zdajacy otrzymuje . ... 1 pkt
gdy:
e prawidlowo zapisze réwnania wynikajace ze wzoréw Viete’a : 1 + xo = 3 oraz

T1 - T2 = 2, obliczy pierwiastki trojmianu kwadratowego: x1 = 1, o9 = 2 i na tym
poprzestanie lub btednie zapisze zbidr rozwigzan nierdwnosci

albo
e blednie zapisze réwnania wynikajace ze wzorow Viete’a: x1 +x9 = —3 i 21 - 29 =2
lub 1 + 22 = 31 x1 - x2 = —2 i konsekwentnie do tego rozwiaze nieréwnosc.
Zdajacy otrzymuje . ... 2 pkt
gdy:
e poda zbiér rozwiazan nieréwnosci: (1,2) lub z € (1,2) lub 1 <z <2
albo

e sporzadzi ilustracje geometryczng (0§ liczbowa, wykres) i zapisze zbiér rozwiazan
nieréwnosci w postaci x > 1, = < 2.
albo
e poda zbior rozwigzan nieréwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
konicami przedziatéw

|

\/

1 2 x
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Zadanie 27. (2 punkty)
Rozwiaz réwnanie 23 — 722 + 22 — 14 = 0.

I sposéb rozwigzania: grupowanie
Przedstawiamy lewg strone rownania w postaci iloczynowej, stosujac metode grupowa-
nia:

23 =T 42— 14 =2z —7)+ 2 —7) = (2 +2)(x = 7).

Z réwnania (2 + 2)(z — 7) = 0 otrzymujemy, ze
2 4+2=0 lub z—-7=0.

Réwnanie 22 + 2 = 0 nie ma rozwigzan. Rozwigzaniem réwnania z — 7 = 0 jest liczba 7.
Odpowiedz: Jedynym rozwigzaniem réwnania 3 — 722 4+ 22 — 14 = 0 jest x = 7.

Zdajacy otrzymuje . ... 1 pkt
gdy pogrupuje wyrazy do postaci, z ktorej tatwo mozna przejsé do postaci iloczynowej,
np.: 2%(z —7) +2(x — 7) = 0 lub z(2* + 2) — 7(z* + 2) = 0 i na tym poprzestanie lub
dalej popelni bledy.

Zdajacy otrzymuje . ... 2 pkt
gdy bezbtednie wyznaczy rozwigzanie rownania: x = 7.

Uwagi:

1. Nie wymagamy komentarza, ze réwnanie 22 + 2 = 0 jest sprzeczne lub ze nie ma
rozwiazania.

2. Zdajacy moze od razu zapisa¢ rozklad na czynniki. Jesli na tym poprzestanie lub
blednie poda rozwigzanie réwnania, to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy otrzyma rozwigzanie x = 7 i poda dodatkowo inne ,rozwiazania”,
np. £ = V2, £ = —v/2, to otrzymuje 1 punkt.

4. Jezeli zdajacy podejmuje prébe grupowania, ktéra nie prowadzi do postaci iloczy-
nowej np. (z% — 14) — 2(7z — 2) = 0 lub (2® — 14) + 2(=7z + 2) = 0 i na tym
poprzestaje, to otrzymuje 0 pkt.

5. Jezeli zdajacy poda odpowiedz x = 7, x = iv/2, = —iv/2, to otrzymuje 2 punkty,
a gdy poda odpowiedZ x = /=2, x = —y/—2 oraz & = 7, to otrzymuje 1 punkt.

Drugi sposéb rozwiazania polega na odgadnieciu pierwiastka catkowitego wielomianu
(r = 7) i podzieleniu wielomianu przez dwumian z — 7 (metoda ,pisemna” lub za
pomoca algorytmu Hornera).

Zadanie 28. (2 punkty)
W ukladzie wspolrzednych na plaszczyznie punkty A = (2,5) i C = (6,7) sa przeciwle-
gltymi wierzchotkami kwadratu ABC'D. Wyznacz rownanie prostej BD.

I sposéb rozwigzania: wspoélczynnik kierunkowy
Obliczamy wspoétczynnik kierunkowy prostej AC: aac = g = %, a nastepnie wyzna-

czamy wspodtezynnik kierunkowy prostej BD prostopadiej do AC: app = —2.
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Wyznaczamy wspétrzedne srodka S odcinka AC: S = (245—6, %) = (4,6) i wyznaczamy

rownanie prostej o wspétczynniku kierunkowym —2, przechodzacej przez punkt S.
Odpowiedz: y = —2z + 14.

Zdajacy otrzymuje . ... 1 pkt
gdy wyznaczy rownanie prostej AC lub jej wspélczynnik kierunkowy oraz:
e obliczy wspélczynnik kierunkowy prostej BD
lub
e poda wspdlrzedne srodka S odcinka AC: S = (4,6) i na tym poprzestanie lub dalej
popelnia bledy.

Zdajacy Ootrzymuje  ....... ... 2 pkt
gdy zapisze réwnanie prostej BD, np.:
o y=—2x+14
y=-2(r—4)+6
20 +y—14=0
4(x —4)+2(y—6) =0.

VI sposéb rozwigzania: Na podstawie wspolrzednych punktéow A = (2,5)i C = (6,7)
zapisujemy réwnosé odlegtoéci |AP| = |CP| (lub kwadratéw odleglosci |AP|? = |CP|?)
od dowolnego punktu P lezacego na symetralnej odcinka AC, np.:

(=22 +(y—57=(z—6)"+(y -7
Wyznaczamy réwnanie prostej BD w dowolnej postaci, np. y = —2x + 14.

Zdajacy Ootrzymuje . ... 1 pkt
gdy zapisze, ze |AP| = |CP| oraz jedna z diugosci |AP| = /(x —2)2 + (y — 5)2 lub
|CP| = +/(z —6)2+ (y — 7)2 (lub jej kwadrat) i na tym poprzestanie lub dalej popelnia
bledy.

Zdajacy OotrzymuJe . ... 2 pkt
gdy zapisze réwnanie prostej BD, np.
o y=—2x+14
y=-2(x—4)+6
2r4+y—14=0
4z —4)+2y—6)=0
(-2 +(y—57°=(x—-6>+(y—-77>%

Inne sposoby rozwiazania polegaly na:
e wyznaczeniu wspotrzednych punktéow B i D, a nastepnie réwnania prostej przecho-
dzacej przez te dwa punkty (sposéb II);
e wyznaczeniu rownania symetralnej odcinka AC' ze wzoru

(v —wa)r + (yo —ya)y — (xc —za)xs5 — (Yo — ya)ys =0
(sposoéb III);
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e skorzystaniu z iloczynu skalarnego wektoréw (sposéb IV);
e wyznaczeniu rownania parametrycznego prostej BD:

=4-2t
y=06+4t
(sposéb V).

Uwaga: W sposobie II dopuszczano odczytanie wspotrzednych punktow B, D i S bez-
posrednio z rysunku na papierze kratkowanym, np.:

A
Yy
D=(3.8)
[~
C-L(al7y
/ C=(67)
5=(4,6) /
AL(Q 5) T~
B=(5,4
>

Zadanie 29. (2 punkty)
Kat «a jest ostry i tga = %. Oblicz sin o + cos av.

111 spos6b rozwiagzania: trojkat prostokatny

Rysujemy tréjkat prostokatny, w ktérym oznaczamy przyprostokatne 3x i 4x oraz za-
znaczamy kat ostry a tak, aby tga = %.

Uwaga: Zdajacy moze oznaczy¢ dhugosci przyprostokatnych liczbami 3 oraz 4.

4x

3z

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtugo$é przeciwprostokatnej: (4z)% + (3x)? = 2522
Zatem przeciwprostokatna ma dlugo$¢ 5z. Obliczamy wartosci funkcji sina = % oraz
cosa = % Stad sina 4 cosa = % + % = %

14
Centralna Komisja Egzaminacyjna ul. Lewartowskiego 6, 00-190 Warszawa
Zespot ds. realizacji projektow tel. (022) 531-75-31
wspolfinansowanych z Europejskiego tel./fax (022) 531-75-46
www.cke-efs.pl

Funduszu Spotecznego



T Centralna
KAPITAL LUDZKI ﬁff Komisja A e

NARODOWA STRATEGIA SPOJINOSCI w Egzaminacyjna FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspotfinansowany ze srodkoéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego.

Zdajacy OtrzZymUJE . ...t 1 pkt
gdy:

e obliczy dilugos$¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokatnych
dlugosci 3 i 4 (lub np. 3z i 4x), nawet z bledem rachunkowym oraz zapisze co
najmniej jedna z liczb sin « lub cos « i na tym zakonczy lub dalej popelnia bledy

albo

e narysuje tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 3 i 4 (lub np. 3z i 4x)
i zaznaczy w tym tréjkacie poprawnie kat o

albo
e obliczy sin a + cos o popelniajac btad rachunkowy.

Zdajacy otrzymuje ... 2 pkt
gdy obliczy sina + cosa = %

Pozostate sposoby rozwiazania polegaty na:

e zapisaniu ukladu réwnan z niewiadomymi sin« i cosa oraz doprowadzeniu tego
ukladu do réwnania kwadratowego z jedna niewiadoma (sin« lub cos«). Jedno
réwnanie pochodzilo z wyrazenia funkcji tangens za pomocg pozostalych dwéch
funkcji, drugim byla tzw. ,jedynka trygonometryczna” (sposéb I i II);

e odczytaniu z tablic przyblizonej wartosci «, a nastepnie znalezieniu w tablicach dla
tej wartosci a odpowiednich wartosci sin o oraz cos o (sposéb IV).

Zadanie 30. (2 punkty)

Wykaz, ze dla kazdego m ciag (24, 2d2, md2

6 )

) jest arytmetyczny.

I sposéb rozwigzania: wykorzystanie wtasnosci ciagu arytmetycznego
Wystarczy sprawdzi¢, ze zachodzi nastepujacy zwiazek miedzy sasiednimi wyrazami

3 An— +an
ciggu: a, = =5 (lub 2a, = ap—1 + Gp41).
Mamy a; = 2 qy = 43 gy = 249 Zatem

ai + as mT—|—1_|_m1~02—9 3m+34+m+9 4m+12  m+3

= = Q
2 2 24 24 6 2
lub
n m+1+m+9 3Im+3+m+9 4dm+12 m+3 _ 5
a ag = = = = 2as.
Lo 4 12 12 12 3 2
Stad wynika, ze ciag (m"'l mé"3, m+9) jest arytmetyczny dla kazdego m.
Zdajacy OtrzymuJe . ...t 1 pkt
gdy zapisze warunek:
mtl 4 mA9 ~ m+3
2 6
lub
m+1 m+9 m+ 3
+ =2 —.
4 12 6
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Zdajacy OtrzZymUJE . ...t 2 pkt
gdy z przedstawionego zapisu wynika, ze otrzymana réwnosé jest tozsamoscia.

Pozostate sposoby rozwiazania polegaty na:
e obliczeniu obu réznic i przekonaniu sie, ze dla kazdego m sa one réwne (sposéb II);
e obliczeniu réznicy r = ay — a1 i wyrazu ag = ag + r (sposob I1I);
e skorzystaniu ze wzoréw na drugi i trzeci wyraz ciagu arytmetycznego, utozeniu

uktadu rownan i przekonaniu sig, ze jest on speliony tozsamosciowo dla kazdego
m (sposéb IV).

Zadanie 31. (2 punkty)

Trojkaty ABC' i CDFE sg rownoboczne. Punkty A, C' i E lezg na jednej prostej. Punkty
K, Li M sa $rodkami odcinkéw AC, CE i BD (zobacz rysunek). Wykaz, ze punkty K,
L i M sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.

D

I sposéb rozwigzania: linia Srodkowa trapezu

Z warunkéw zadania wynika, ze | BAC| = |{DCE| = 60°, wigc odcinki AB i CD sa
rownolegte. Czworokat AC DB jest wigc trapezem. Wynika stad, ze odcinek KM laczy
srodki bokéw nieréwnoleglych w tym trapezie, wiec jest réwnolegly do jego podstaw.
Wobec tego |{MKL| = 60°. Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla trapezu
CEDB i wykazujemy, ze | MLK| = 60°, a wiec trojkat K LM jest réwnoboczny.

Zdajacy otrzyImuje ... ... 2 pkt
e gdy uzasadni, ze odcinek KM jest rownolegly do AB (lub do CD) oraz, ze od-
cinek ML jest réwnolegly do DE (lub do BC), oraz zapisze, ze |AMKL| = 60°
i|{MLK|=60°.
W uzasadnieniu wymagamy, aby zdajacy zapisal, ze czworokaty ABCD oraz
CEDB sa trapezami oraz, ze punkty K, L, M sa srodkami odpowiednich ramion
tych trapezow

albo
e powota sie na twierdzenie o odcinku taczacym Srodki nieréwnolegtych bokéw tra-
pezu.
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Uwaga: Jedli zdajacy zapisze tylko, ze trdéjkat jest réwnoboczny albo uzupekni rysunek
o odcinki KM i ML i zaznaczy katy 60° przy wierzchotkach K i L trojkata K LM, to
otrzymuje 0 punktow.

Dwa nastepne sposoby rozwigzania inaczej wykorzystywaty twierdzenie o linii sSrodkowe;]
trapezu; w sposobie II korzystamy z tego, ze dlugo$é linii Srodkowej trapezu jest sred-
nig arytmetyczna dtugosci podstaw, w sposobie III prowadzimy wysokosci BK i DL,
a nastepnie korzystamy z wlasnosci linii érodkowej trapezu K LD B.

Zdajacy, zamiast powolywacé si¢ na twierdzenie o linii sSrodkowej trapezu, mogli skorzy-
sta¢ z wladciwej postaci twierdzenia odwrotnego to twierdzenia Talesa. Zwigzane z tym
problemy zostaly oméwione wczesnie;j.

Zadanie 31 mialo na celu sprawdzenie umiejetnosci opisanych w standardzie V (rozumo-
wanie i wnioskowanie). Dlatego w powyzej opisanych sposobach rozwiazania wymagano
poprawnego, bezblednego dowodu i nie opisano sytuacji, w ktérych egzaminator mégt
przyzna¢ 1 punkt. Takie sytuacje wyrézniono natomiast w sposobie IV. Egzaminato-
rzy zostali natomiast poinformowani, ze w wyjatkowych sytuacjach (np. dowdd pro-
wadzony poprawnie, ale niedokonczony) mozliwe jest przyznanie 1 punktu, ale decyzje
w tych przypadkach podejmuje CZEM. Miato to zapewnié¢ poréwnywalnoséé takich ocen.
Zgtaszano takze wszystkie rozwiazania poprawne nieopisane w schemacie oceniania.

IV sposdéb rozwigzania: geometria analityczna
Umieszczamy oba tréjkaty w ukladzie wspotrzednych jak na rysunku i oznaczamy diu-
gos¢ boku tréjkata ABC przez a oraz dtugo$é boku trojkata C DE przez b.

A

B=(0,2V3)

v

A:(7%70) K C:(%,O) L:(%+%70) E

Wtedy B = (0,%/3),C = (%,0), L=(2+2%,0)iD
Punkt M jest $rodkiem odcinka BD, wiec

o <0+(%+§)7%\/§+§\/§> _ (a+b a+b‘\/§).

I
M)
_|_
NS
N
=
~

)
2 4 4
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Prosta K M ma wspélczynnik kierunkowy réwny /3, wiec jest nachylona do osi Oz pod
katem 60°. Wspoétczynnik kierunkowy prostej ML jest réwny —+/3, co oznacza, ze kat
nachylenia prostej M L do osi Oz jest rowny 120°, wiec kat M LK ma miare 60°. Stad
wnioskujemy, ze trojkat K LM jest rownoboczny.

Uwaga: Po umieszczeniu obu trojkatéw w uktadzie wspédtrzednych i obliczeniu wspdt-
rzednych punktéw K, L i M zdajacy moze obliczyé dhugosci bokéw trojkata K LM
i stwierdzi¢, ze sa one roéwne “TH’ Moze tez oblicza¢ kwadraty tych dlugosci.

Zdajacy otrzymuje ... ... 1 pkt
gdy umiesci tréjkaty w uktadzie wspoétrzednych i wyznaczy wspotrzedne punktéw K, L,
M w zaleznosci od dtugosci bokéw trojkatéw ABC i CDFE i na tym poprzestanie lub
dalej popelni btad.
Zdajacy Ootrzymuje . ... 2 pkt
e gdy obliczy wspoélczynniki kierunkowe prostych KM oraz ML i na tej podstawie
poda katy trojkata K LM
albo
e obliczy dlugosci bokow trojkata K LM.

Uwaga: Uktad wspotrzednych moze by¢ umieszczony inaczej, np. poczatkiem ukladu
moze by¢ punkt A albo punkt C.

Zadanie 32. (5 punktéw)

Uczen przeczytal ksiazke liczacg 480 stron, przy czym kazdego dnia czytal jednakowsa
liczbe stron. Gdyby czytal kazdego dnia o 8 stron wiecej, to przeczytaltby te ksiazke o 3
dni wczesniej. Oblicz, ile dni uczen czytal te ksiazke.

Uwaga: Rozwiazania, w ktorych zdajacy myli typy wielkosci, np. dodaje liczbe stron
do liczby dni, a takze rozwigzania, w ktérych przyjmuje, ze liczby stron przeczytanych
w kolejnych dniach tworzg ciag arytmetyczny o réznicy 8, oceniamy na 0 punktow.

I sposéb rozwigzania: uktad réwnan
Oznaczamy: = — liczba stron przeczytanych kazdego dnia, y — liczba dni.
Zapisujemy i rozwiazujemy ukltad réwnan:
x -y =480
(x+8)-(y—3) =480

7 pierwszego réwnania mamy z = 280 zatem
Yy
480
<—+8 - (y — 3) = 480,
Yy
czyli
(480 + 8y)(y — 3) = 480y.
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Po uproszczeniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe y? — 3y — 180 = 0.

Do tego réwnania kwadratowego mozna doj$¢ takze inna metoda. Wykonujemy mnoze-
nia w drugim réwnaniu:
zy — 3z + 8y — 24 = 480

i po podstawieniu zy = 480 otrzymujemy réwnanie liniowe:

8y — 3x = 24.

Stad obliczamy x = & -y — 8 i podstawiamy do pierwszego réwnania. Otrzymujemy

3
8
(= -y—38) =480.
v (5-3)

Po uproszczeniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe y? — 3y — 180 = 0.

Rozwiazaniami tego rownania kwadratowego sa liczby: y = —12 oraz y = 15. Odrzucamy
ujemna liczbe dni.

Odpowiedz: Uczen przeczytal ksiazke w ciagu 15 dni.

Uwaga: W zamieszczonym ponizej schemacie uzywamy niewiadomych x, y oznaczaja-
cych odpowiednio liczbe stron przeczytanych kazdego dnia oraz liczbe dni. Oczywiscie
w pracach maturalnych te niewiadome moga by¢ oznaczane w inny sposéb. Nie wyma-
gamy, by te niewiadome byly wyraZnie opisane na poczatku rozwiazania, o ile z postaci
rownan jasno wynika ich znaczenie.

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na
drodze do calkowitego rozwigzania zadania ........................ 1 pkt
Zapisanie zaleznosci miedzy liczba stron przeczytanych jednego dnia oraz liczba dni,
np.: x -y =480 lub (x4 8)(y — 3) = 480,

gdzie x jest liczba stron przeczytanych jednego dnia, a y — liczba dni.

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep  ........................ 2 pkt
Zapisanie uktadu réwnan z niewiadomymi x i y, np.:

z-y =480
{(a:+8)~(y—3):480

Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania ......................... 3 pkt
Zapisanie réwnania z jedng niewiadoma x lub y, np:

(:1:+8)-<4:%0—3> = 480

lub
480
(—+8 (y —3) = 480
)
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lub
2° + 8z — 1280 = 0

lub
y? — 3y — 180 = 0.

Uwaga: Zdajacy nie musi zapisywa¢ uktadu réwnan, moze bezposrednio zapisaé row-
nanie z jedna niewiadoma.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania, ale w trakcie ich pokonywania
zostaly popelnione btedy rachunkowe, usterki ..................... 2 pkt

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania zadania (np. btedy rachunkowe) ........ 4 pkt
e rozwiazanie réwnania kwadratowego z niewiadoma x bezbtednie i nieobliczenie
liczby dni
albo

e rozwigzanie réwnania kwadratowego z niewiadomg x z btedem rachunkowym i kon-

sekwentne obliczenie liczby dni
albo

e rozwiazanie zadania do konca z btedem rachunkowym popetnionym w ktérejkolwiek
fazie rozwiazania, w tym réwniez na poczatku, dalsze rozwiazanie jest przeprowa-
dzone konsekwentnie w stosunku do popelnionego btedu a sam btad nie spowodowat
istotnej zmiany w sposobie rozwiazywania zadania (np. nie spowodowal, ze otrzy-
mano rownanie liniowe zamiast kwadratowego lub nie zmienit liczby dopuszczalnych
pierwiastkéw réwnania).

Rozwiazanie bezbledne ... ... . .. 5 pkt
Odrzucenie odpowiedzi y = —12 i podanie prawidtowej odpowiedzi: Uczen przeczytat
te ksigzke w ciggu 15 dni.

Uwaga: Jesli zdajacy nie opisze wprowadzonych oznaczen, a z przedstawionego roz-
wigzania nie mozna jednoznacznie zinterpretowa¢ wprowadzonych niewiadomych (np.
zapisy sa wzajemnie sprzeczne), to oceniamy rozwiazanie na 0 punktéw.

Zadanie 33. (4 punkty)

Punkty A = (2,0) i B = (12,0) sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego ABC' o prze-
ciwprostokatnej AB. Wierzchotek C' lezy na prostej o rownaniu y = x. Oblicz wspot-
rzedne punktu C.

I spos6b rozwiazania: prosta i okrag

Punkt C lezy na prostej o réwnaniu y = z i na okregu, ktérego srodkiem jest srodek
przeciwprostokatnej, a promien jest rowny polowie dtugosci tej przeciwprostokatne;j.
Obliczamy dlugos$é przeciwprostokatnej AB: |AB| = |12 — 2| = 10.

Wyznaczamy wspélrzedne srodka przeciwprostokatnej: S = (7,0).

Zapisujemy réwnanie okregu: (z — 7)2 + y? = 25.
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Rozwigzujemy uktad réwnan

y=ux
{(m—?)Q—i—yQ =25

Po podstawieniu y = z do drugiego réwnania, otrzymujemy réwnanie z jedng niewia-
doma:
(x —7)* + 2% = 25,

czyli po uproszczeniu
22 —Trx+12=0.

Rozwiazaniami tego rownania s liczby: 1 = 3, o2 = 4.
Odpowiedz: Warunki zadania spelniaja dwa punkty: C' = (3,3) oraz C = (4,4).

Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwigzania ... ... 1 pkt
Wyznaczenie wspélrzednych $rodka przeciwprostokatnej: S = (7,0).

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep  ........................ 2 pkt
Zapisanie uktadu réwnan (dana prosta i okrag o $rednicy AB)

y=x
{(x—7)2+y2:25

Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania ......................... 3 pkt
Sprowadzenie uktadu réwnan do réwnania kwadratowego z jedna niewiadoma

22 —Tr+12=0 lub 4> —Ty+12=0.

Rozwigzanie bezbledne ... ... ... 4 pkt
Obliczenie wspétrzednych obu punktéw C: C = (3,3), C = (4,4).

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy popelni btad rachunkowy w zapisie uktadu réwnan i na tym poprze-
stanie, to przyznajemy 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy popelni blad rachunkowy w sprowadzeniu uktadu réwnan do row-
nania kwadratowego z jedna niewiadomg i na tym poprzestanie, to przyznajemy 2
punkty.

3. Jezeli zdajacy popelni btad rachunkowy w zapisie uktadu rownan lub w sprowadze-
niu uktadu réwnan do réwnania kwadratowego z jedna niewiadomg i konsekwentnie
rozwigze zadanie do konica, to przyznajemy 3 punkty.
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Pozostate sposoby rozwiazania polegaty na:

e przyjeciu, ze C' = (z,x) i zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa (sposob II);

e przyjeciu, ze C' = (x,x) i skorzystaniu z iloczynu skalarnego AC -BC =0 (sposob
I1I);

e odczytaniu wspotrzednych punktu C z rysunku zrobionego na papierze kratkowa-
nym (sposob IV);

e skorzystaniu z wtasnoséci wysokosci trojkata prostokatnego poprowadzonej z wierz-
chotka kata prostego (sposéb V);

e skorzystaniu ze wspolczynnikéw kierunkowych prostych AC i BC' (sposéb VI).

Uwaga: W sposobie IV rozwigzanie bezbledne polega na wskazaniu obu mozliwosci
C = (3,3)1 C = (4,4) oraz wykazaniu, ze zadanie ma tylko dwa rozwiazania. Samo
wskazanie punktéw bylo oceniane na 2 pkt (za wskazanie jednego punktu C' zdajacy
otrzymywal 1 punkt).

Zadanie 34. (4 punkty)
Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 60 cm?. Jedna przyprostokatna jest o 7 cm
dtuzsza od drugiej. Oblicz dlugosé przeciwprostokatnej tego tréjkata.

I spos6b rozwigzania: wzér na pole trojkata i uktad réwnan
Oznaczmy literami a i b dtugosci przyprostokatnych danego tréjkata (a oznacza dluzsza
przyprostokatna). Zapisujemy uklad réwnan

a=b+7
{%-a-b:60

Po podstawieniu a = b+ 7 do drugiego réwnania otrzymujemy réwnanie z jedng nie-

wiadoma,

1
5 (b +17) = 60,

ktorego rozwiazaniami sa liczby b = 8 1 b = —15.
Odrzucamy ujemny pierwiastek, gdyz b jest dlugoécia odcinka. Zatem b = 8 i nastepnie
a = 8 + 7 = 15. Obliczamy wreszcie dtugosé przeciwprostokatnej

c=1/82+ 152 = /64 + 225 = v/289 = 17.
Odpowiedz: Przeciwprostokatna ma dhugosé 17 cm.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep  ............. ... . ... 1 pkt
e Zapisanie ukladu réwnan, np.

a=b+4+T7 b b=a-7
{%ab:GO h {%ab:60

gdzie a i b oznaczaja dtugosci przyprostokatnych i zdajacy na tym poprzestanie.
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Uwaga: Jezeli zdajacy zapisze uklad réwnan bez wspotezynnika % we wzorze na pole
trojkata i na tym poprzestanie, to otrzymuje 0 punktow.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania  .............. ... . ... 2 pkt
Zapisanie réwnania z jedng niewiadoma z uwzglednieniem wzoru na pole tréjkata, np.
%b(b + 7) = 60 lub %a(a — 7) = 60 i na tym zdajacy poprzestanie lub dalej popelnia
bledy.

Uwaga: Jezeli zdajacy zapisze réwnanie z jedna niewiadoma w postaci b(b+ 7) = 60
lub a(a — 7) = 60 (tzn. pominie wspdlczynnik % we wzorze na pole tréjkata) i na tym
poprzestanie, to otrzymuje 1 punkt.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnos$ci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ................. 3 pkt
Obliczenie dlugosci przyprostokatnej a lub b: @ = 15 lub b = 8 i na tym zdajacy
poprzestanie lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie bezbledne ... ... ... ... 4 pkt
Obliczenie dlugosci przeciwprostokatnej: 17.

Uwaga: Jezeli zdajacy rozwiaze réwnanie kwadratowe zapisane w postaci b(b+7) = 60
lub a(a—7) = 60 (pominiety wspélezynnik % we wzorze na pole tréjkata) i otrzyma diu-
gos¢ przeciwprostokatnej rowng 13, to rozwiazanie to kwalifikujemy do kategorii ,,Roz-
wiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg poprawnosci
rozwiazania (np. bledy rachunkowe)” i przyznajemy 3 punkty.

Inne sposoby rozwiazania polegaly na:

e ulozeniu od razu réwnania z jedng niewiadoma oznaczajaca krotsza lub diuzsza
przyprostokatna (sposéb I1);

e zastosowaniu wzoru Herona do obliczenia pola tréjkata, utozeniu rownania z dwie-
ma niewiadomymi (oznaczajacymi jedna z przyprostokatnych i przeciwprostokatna)
i zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa do wyeliminowania jednej niewiadomej (spo-
séb I11);

e skorzystaniu z wlasnosci wysokoéci trdjkata prostokatnego, poprowadzonej z wierz-
cholka kata prostego (jej kwadrat jest réwny iloczynowi dlugosci odcinkéw, na ktére
dzieli ona przeciwprostokatna) i skorzystaniu z twierdzenia Pitagorasa (sposéb IV).
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